Mariana-Veronica Dumitrascu

Aplicatii Mathematica
in rezolvarea unor probleme

de analiza matematica

ISBN 978-606-30-2938-7

Editura Sfantul lerarh Nicolae
2020



Cuprins
Nl e B e i e it 4
L T T L 1 T ——
1.2 Limita unel functil iNtr-un punct ...ooeemme e s
L3 Funchll clEmipmiirg oot sssass st peasssatiisaspasasssassisersill
1.4 Limite remarcablle ... s s s s s s 12
A e i e i il 13
L T D R I e Y i, 13
2.2 ASImpLotn OF 0N e 13
1.3 Asimptota oblici o e ]
1.4 Asimptota verticald .. s s s 14
3. Derivate PR TP TRV RTETRP TP RREPPRTTPPPOo, |- |

3.1 Derlvata unel functil INEr-un PUNCE e s —————————— 15
3.2 Derlvarea Tunctillor leMENLATE . s ——————————_

3.3 Teorema de derivare a functiel Inverse i 1o

3.3.1 Consecinte ale teoremel de derlvare a functlel Inverse ... 17
34 Regull de deriVaAe ... s e s s e e 11
3.5 Rolul derlvatel a doua in studiul functiilor 13

W TR e sassisnise sttt s st sttt st st Sttt
4.1 Notiund Introductive . s s s s -

4.2 Metode de calcul al primifivelor ... s e S0

4.2.1 Metoda Integraril prin partl s ———— 1o

4.2.2 A doua metodi de schimbare de varfabild ... o

4.1.3 Integrarea functillor ratlonale .. e —————— 20

5. Aplicatil Mathematica ..
5.1 Aplicatil, LINMAEE «vvver s s s s s s s s s s s e s S0

5.2 Aplicatil, Derlvate ... s s 37



5.3 Aplicatil. Integrale ..........cceiicr s s s

6. Concluzil

41




INTRODUCERE

In abordarea acestei lucrdri am avut in vedere aplicarea unor continuturi de analiza
matematicd prin intermediul programului Mathematica. Am pomnit de la notiuni teoretice despre
limite de functii, derivarea functiilor elementare, metode de integrare si am sfarsit prin a observa

aplicabilitatea acestor concepte la clasa prin intermediul programului Mathematica.

in primé instanta voi aborda conceptul de trecere la limiti, ce a fost formulat, pentru
prima dati. de Isac Newton (1642-1727) si Gottfried Leibniz{1646-1716) fiecare in incercari
diferite de a rezolva problemele de calcul. Contnbutii importante aduce in acest domeniu si
Leonhard Euler (1707-1783). El fundamenteazi conceptul de functie. Descrieri verbale ale
conceptului de limitd an fost propuse de diferti matematicieni, dar insuficiente pentru a fi
utilizate in demonstratii. In 1821, Augustin-Louis Cauchy aduce argumente cu mai multd atentie
decit predecesorii sai, dar cel care formuleazi definitia precisa a limitei este Karl Weierstrass

(1B15-1897). Aceasta este definitia pe care o utilizim si astizi.

D asemenea in lucrarea de fatd voi aminti si de alte notiuni teoretice descoperite de alti
matematicieni care au adus contributil importante la dezvolatrea calculului diferential si operatier
inverse, integrarea, dupd cum urmeazi: P. Fermat{1601-1665), M. Rolle (1652-1719).
JL Lagrange (1736-1813), L'Hopital (1661-1704), care a scris prima carte despre calcul
diferential "Analyse des infiniments petits" aprutd in 1696 la Paris si in care se afli si celebra
reguld care-i poartda numele. Totusi regula a fost stabilita de Jean Bemnoulli (1667-1748),
matematician elvetian —din celebra familie de matematicieni Bernoulli care s-a ocupat de
instruirea matematica a lui L'Hopital, activitate pentru care era remunerat), B. Taylor (1685-
1731}, A.L. Cauchy (1789-1857), 1.G, Darboux (1842-1917),

Astfel, utilizind de notiunile teoretice descoperite de ocamenii de stinti mai sus
mentionati, se poate observa importanta tratarii acestei teme prin metode s1 aplicatii variate cu

ajutorul programului Mathematica, utile in predarea analizei matematice scolare.



Capitolul I

LIMITE DE FUNCTII

1.1 Notiunl introductive

Conceptul de limitd a unei functii intr-un punct este fundamental in analiza matematica.

Orice notiune pe care o vom prezenta face referire la limita.

Pentru cd un sir este o functie x: M — B, x({n) = x,, vom studia comportarea lui
pentru valori foarte mari ale lui ». Vom incerca si extindem aceasta idee, analizind comportarea
unei functii f: E — M, al cirei domeniului contine, in general, o multime arbitrard de numere
reale pozitive. Graficul unui sir este format dintr-o multime infiniti de puncte izolate. In contrast,
functiile pe care le vom analiza au graficele de cele mai multe ori curbe continue. Dacd o astfel
de functie este definitd pe o multime de forma [0; = ), atunci cind « creste spre infinit prin valori
reale, comportarea graficului este asemanatoare cu a simalui (ffribs cind » tinde la =, prin valori
intregi pozitive.

1.2 Limita unel functil intr-un punct

Se considera o functie /: D—R si x; un punct de acumulare pentru D (care poate sa

apartind sau nu lui I¥),

Spunem ca xy este punct de acumulare al multimii D daca si numai daci se poate gasi cel
putin un sir de elemente din D, diferite de x,, sir convergent la x. Functia f are limita/ € R in
xp daci pentru orice vecindtate V a lui [, existd o vecindtate U a lui x, astfel incit ¥ x e Dn U,

x# x;== f(x) € V sau oricare ar fi un sir (x, ), n = 0 din D }x;} avand limita x5, rezultd ca

lim f (x,) =1

Teoremd Fie o functie /: D—= si xy un punct de acumulare bilateral al domeniului D.

Functia fare limitd in x; daca si numai daca

I 10~ im0



Teoremd Fie f: D—R o functie elementara si x; € D un punct de acumulare al lw D.
Afunei,

xli.n;u filx)= fixg)
L3 FUNCTII ELEMENTARE

in analiza matematicd sunt numite functii elementare urmétoarele functii: functiile
polinomiale, functiile rationale, functia radical, functia putere, functia exponentiald. functia
logaritmica, functiile trigonometrice directe (sin, cos, tg. ctg) si functiile trigonometrice inverse
{arcsin, arccos, arctg, arccig) precum si finctiile obtinute din acestea prin aplicarea succesivi, de

un numar finit de ori, a operatiilor algebrice, a operatiel de compunere si a operatiel de inversare.

Daca domeniul de definitie al unei functii elementare nu este precizat, se subintelege ca
el este format din toate punctele x pentru care au sens operatiile prin care este definitd functia.
Acesta este domeniul maxim de definitie al functiei. O functie elementard poate fi definita s1 pe o

submultime a domeniulu maxim de definitie.
1. Limita functiel polinomiale

a) Punctul de acumulare x; este finit, atunci limita functiei polinomiale se obtine

inlocuind x cu x;:
lim fx)= fixy).
Jim £()= flxy)
b) Punctul de acumulare x; este infinit, atunci limita functiei este aceeasi cu limita

termenului de grad maxim
i =l A
r[—I-T1 fix) xl—]-rtn: g -X".
I, Limita functiel rationale
a) Limita functiei rationale in punct de acumulare finit, in care nu se anuleaza

numitorul, este egald cu valoarea ei in acel punct.

b) Limita functiel rationale in punct de acumulare infinit, se rezolva astfel:



%[in]"“,pfntru k=1
I

iR
Il_i'l-i“l flx)= b—:,pentru k=1
O, pentruk <!

3. Limita functiel radical

Radical de ordin par

Pentru f: [0; 4+ =)—[0; + =),

fix)=r.xer’
si

X € [0; 4 =)

punct de acumulare avem:

lim Ax = *x.

X=Xy

Daci xp= =, atunci

= Th
im "vx = .
X—iy

Radical de ordin impar
Pentru ' R—H.
fix)= T, xe N

siavemxy ER

- 2R#1 —_— 2kl
lim =

X—=¥g
1ar daci
Xp = —m,
amnei
lim *3x = —=
XXy
si pentru
N Zha
lim = m
K-y



4. Limita functiel exponentiale

Fie o functie /- R—[0; + =), fix) = b%, 6> 0, b1,
¢ Daci 0< b< 1 atunci:

a) pentrux, € K.

lim b* = h*e
X—iy
b} pentru xp = -,
lim b* = =
X~y
c) pentru xg =,
limb*= 0.
XXy
¢« Daca b> 1, atunci :
a) Pentruxy; € R,
lim b* = h%o
XXy
b} pentru xp = -,
limb*= 0
X~y
c) penimu xg = o,
lim b¥ = .
XE-=Xpy

5. Limita functiel logaritmice

Se consider functia f: (0; 4+ =) — R, fix)=logy x, b=0, b=1.
o Daca 0= b= 1 atunci:

a) pentru x5 =10,
Jm f) =

b} pentru xg € (0, +=) ,



Jim £(x) = f(xo)
C) pentrixg = o=,
limf(x) = .

o Daca k=1, atunci:

aj pentru xp =,

AL S0 =
b) pentm x; € (0, 4+=),

Jlim f(x) = f(x)
c) pentru xp = oo,

/) =

6. Limitele functiilor trigonometrice directe

a) Functia sinus

sin: B— [—1,1]

Limita functiei sin intr-un punct de acumulare finit x, £ B se obtine inlocuind pe

X €U Xp, iar daci xy este punct de acumulare infinit, / nu are limita.

b) Functia cosinus

cos: B— [—1,1]

Limita functiei cos intr-un punct de acumulare finit x; € R se obtine inlocuind pe

X €U Xy, 1ar dacd x este punct de acumulare infinit. # nu are limita.



¢} Functia tangentd

twR-{(2k + 1) 1kez} —m

Limita functiei g intr-un punct de acumulare din domeniul de definitie se obtine

inlocuind pe x cu xp.
Daca xn=% . atunci
imtg x=+=
Bty

liptg x=-=

Ei=
2

d) Functia cotangenta
ctgR-[kx | k E E} =R

Limita functiei ctg intr-un punct de acumulare din domeniul de definitie se obtine

inlocuind pe x cu xp.

limetg x=-x
g g XTx

limctg x=+m
i "

7. Limitele functiflor trigonometrice inverse

a) Functia arcsinus
. mm
arcsin: [—1,1I—-i~E,E]
Daci x;, € [-1;1], atunci
lim arcsin x = arcsin x;,.
=X,
b) Functia arccos:[—1; 1] — [0, 7]
Daca xg € [—1; 1], atunci

10



lim arccos x = arccosx,.
XXy

b) Functia arctangenta
arctg- B — [%,%]
Daca x, € R, atunci
Jlrilna::tgx = arctg xg
Daci x;, = =, atunci
lim arctg x = =
lim arctgx = <

Daca xy = —, atunci

; "
lim arctgx = ——.
X—+—x

e) Functia arccotangenta
arcctgx: B — (0;m)

Dacd x, € B, atunci
lim arcctg x = arcctg x

I—Xg

Daci xy = =, atunci

lim arcetgx = 0

X—x

Daca x; = —=, atunci

lim arcctgx =m.
X—=—aa

Pentru toate functiile elementare, limita functiel in orice punct al multimii de definitie x,

se pbtine inlocuind pe x cu xp,.
Jim f(x)= f(x)

11



1.4 LIMITE REMARCABILE

lim 222 = fim B = fjy 20 gy 2R
x—+0 X I—rD x —h X -0 X
sin u{.r} . tgulx) _ arcsin m{x} e arctg u(x) y
im = lim ———— —_— =
uix)~0 ufx) urxj—0 wix) uiri-o  ufx) u[.t’}--ﬂ u(x)

% Loy _ 1 Lix _15 E—
Benhch o e (1 i (L 4 A

: 1 : wgx) _
lim (1+-)*= lim 1+—I=]|m 1+ ulx
u{xJ—rm{ '} u[xl—-—m( I:I X+ { { }J
fii In{ 14x) =4
¥—=0 X
|IIIEI— Ina{a=0a=+1)
¥ MiXh_

Dacd a = e, atunci im—l=1= lim —

-0 X wix)—0 i)

12



Capitolul 11
Asimptote

2.1 Notiunl introductive

intr-o exprimare superficiald vom intelege prin asimptotd o dreaptd verticald, orizontala
sau oblici fata de care graficul functiei “se apropie oricit de mult™. O astfel de problema se poate
pune pentru functii ce au ramur citre infinit, adicd functii al caror grafic nu este continut intr-un

dreptunghi.
Asimptotele sunt de trei feluri: orizontale, oblice si verticale.
1.1 Asimptota orlzontala

Fie /2D—R. o functie, astfel incdt .= este punct de acumulare al domeniului. Dreapta y=1,

unde [ € B este asimptotd orizontald spre <= pentru graficul functiei f daca:

lim flx)=L

X—=00
Analog se defineste asimptota onzontald spre —oo.
1.3 Aslmptota oblica

Fie -D—R. o functie astfel incal -= este punct de acumulare al domeniului. Dreapta y =

mx + n, m # 0 este asimptotd oblica spre -= la graficul functiei fdaca

5 X
m= lim 12
¥—m X

5
n= }in;[f[x} —mx)
Analog se definste notiunea de asimptotd oblica spre —oo.

O functie nu poate 53 atbd simultan asimptotd orizontald si oblica spre oo,

13



1.4 Asimptota verticald

Fie f:0—R, o functie. iar @ un punct de acumulare al domeniului. Dreapta x=a este
asimptotd verticali la stinga pentru graficul functiei /daci,

lim f (x) = %o,

Analog se defineste notiunea de asimptota verticala la dreapta.



Capitolul I1I

Derivate

3.1 Derivata unel functil intr-un punct

Fie -0—R o functie si x5 € D un punct de acumulare al domeniului, spunem ca f are

derivata in punctual xp daca exista limita

lim _r[-ﬂ—f{l:uj‘
I—+Xg X—Xo

notatd cu f'(xg).

Daca derivata f'(x,) existd si este finitd se spune ci f este derivabild in punctual x;.

3.2 Derivarea functillor elementare

1. Functia constanti
Fie functia f: R — R, f(x) = c,¥ x € R, unde ¢ este un numir real dat.
Functia constanta,
f(xl=cvxel
este derivabild pe R si derivata sa este egala cu zero ., adica
fig)=0,¥xeR,
1. Functia identica
Fie functia f: R - R, f(x)=x,vx e R.
Functia identica este derivabila pe I si derivata sa este egala cu 1. adicd
fix)=1LvxeR
3. Functia putere cu exponent natural
Se consider functia f: M - B f{x) =x",vn e N~

15



Fi

Functia putere f{x) = x", ¥ n € N*, este denvabila pe B si derivata sa este egali cu
Filx)=nx"1vxeR

Functia radical de ordin n

Fie functia f: E — R,

flx)=Yr,vxeEnechlnz=2unde E=[0; +w=)

dacd n este par si £ = R, dacd n =impar.

Functia radical este derivabila in orice punct, x = 0, x € E si derivata sa este egali cu
f'ix) =m;? Jox =0

in punctul x = 0 functia radical nu este derivabil, dar are derivata f'(0) = 4oo.

Functia trigonometricd sinus

Fie ffR—R f(x)=sinx,yxeR

Functia tngonometricd sinus este derivabila pe B si derivata sa este egald cu
flx)=cosx, ¥xe R

Functia trigonometrica coslnus

Fie R-R flx)=cosx,¥xER

Functia trigonometrica cosinus este derivabila pe R si derivata sa este egali cu

f'(x) =sinx, ¥xER

Functia logaritm natural

Se considera functia f:(0; 4w) = R, fix)=Inx,vx >0

Functia logaritmici este derivabila pe (0; +o0) si derivata sa este egali cu

F =2 vx>0.
3.3 Teorema de derlvare a functiel inverse
1y Fie f:1 =, 1,J intervale, f continua si bijectiva. Daci f este derivabild in
punctul x = xy si f*{xp) = 0, atunci functia inversa f~':J — [ este derivabild in

punctul fx;) = v, si mai mult:

i o il
U0 =75

- . et oo, daca f este crescatoare
Daci f*(xo) = 0, atunci (f ") (yo) = —oo, dacd ffesre descrescatoare.

16



2} Daca f:1 -}, {,] intervale, f continua si bijectiva este o functie derivabila pe |
si f'ixy) = 0,vx €l Atunci f~*:] — [ este derivabili pe J si mai mult

1
N =5
1.3.1 Consecinte ale teoremel de derivare a functiel inverse

1. Functia exponentlald

Fie f:(0; +o0) = R, f(x) =logax,va > 0,a + 1. Deciy = log, x, jarx = a¥.
Se stie cd aceastd functie este continud. bijectiva, derivabila si

1
xlna

=D

=)= ;
iar inversa este functia .
R = (0 40), fH(y) = ¥,
adicd functia exponentiald de baza a. Avem
U= ﬁ =xhna=a'lna.¥vye R
Asadar, functia exponentiala de bazi a,
fiR— (0;4m) f(x)=a*a>0a=1
este derivabila pe R si
(a*Y =a"lna,vxeR.
Daca a = e atunci
(e¥) =e*¥vxER.
Daca u este o functie derivabila. atunci
(a¥) =a“ u'+Ina
5i

(et) = et-u',

1. Functia arcsinus
Fie,
f:l-3:3h [FL1LF() = sinx,

care se stie ¢ este continua, bijectiva si

17



f’{x]l:cusxatl]penu'uxe(%;%},
Prin urmare s2 poate aplica teorema de derivare a functiel inverse
“h[-1; J. T e .

o 1-1}—'-{ 2.2],f (y) = arcsin y.

Fie vy € (—1; 1), arbitrar. Avem

) 1 1 1 1
arcsinyg = = = = :
o fllxey cosxp 1—sinfxy J1—3¢
Daca,
¥, = —1, atunci xg = —;gi Flxg)=0.

Cum f este strict erescitoare avem
(arcsin)’ (—1) = oo,
Analog daci.
Ya=1
Atunci

X =3
§l
f'(xg) = 0cind (arcsin)'(1} = oo,
Asadar, functia arcsinus,
flx) = arcsin x

este derivabild pe (—1; 1) si

(arcsinx)' =

¥
S e (—1;1).
e (-11)

In plus,
{arcsin)'{—1) = (arcsin)'(1) = o,
Daci u este o functie derivabila cu
lu(x)| <1,

atunci

. PR T
(arcsinu)' = —

3. Functia arccosinus

Se considerd,



fil0:m] = [-1;1], f(x) = cosx.
Se stie ¢d f este bijectivd, continua si
f{x) = —sinx,x # 0daci x € (0im).

Functiei inverse

fh=51] = [0;n], f~'(y) = arccos y
| se poate aplica teorema de derivare a functiei inverse.
Se cunoaste de la tngonometrie formula
™

arcsin y + arccos y = 3

vy e [-1;1].
Daca v € (—1; 1), atunci din aceastd formuli prin derivare se obtine
1

T

(arccos y)' =( %— arcsiny )’ = —(arcsiny) = —

Diaci y = —1, atlunci

(arccos)' (—1) = —wo,
iar pentru y = 1 avem

(arccos)'(1) = —oo,
deoarece functia arccos este strict descrescitoare.
Asadar, functia arccosinus ,
flx) = arccos x
este derivabild pe (—1; 1)
si
(arccosx ) = —ﬂ%x,‘ufx e (—1;1).
in plus,
{arccos)'(—1) = (arccos)'(1) = —oo.

Daca u este o functie derivabila cu |u] < 1, atunei

19



e
wi—u’

{arccas u)' = —

4. Functia arctangenti
Fie
o
I (—EJE) S Rflx)=tgx
care este continud, bijectiva si

@)= g Oy xe (-5:3)

Functiei inverse
N
LR - (—E;E],f‘l{_ﬂ = arctg y
5i i se poate aplica teorema de derivare a functiei inverse.

Fie yy € R, arbitrar. Atunci,
1 1

1
F o R e =
(arctg) (ya) Fiw) cosxg gres gy

Asadara, functia arctangenta.
flx) = arctg x,
este derivabila pe R si

f 1
(arctgx)' == .¥xER
Daci u este o functie derivabila. atunci
ur
14ut”

(arctgu) =
5. Functia arccotangenta
Fie,
frl0ym) = |, flx)=cig x,
o functie continud, bijectiva si

fllx) =—==0,% xe (0; 7).

sintx

Functia inversa este
FUR = (0;m), fUy) =arcctgy



si 1 se poate aplica teorema de derivare a functiel inverse.

Vom utiliza insa relatia

m
arctg x + arcctg x = E,b’x ER
care prin derivare da
(arectg x)' = g
8% =133

Asadar. functia arccotangenta |
flx) = arcctg x

este derivabild pe B si in plus,
i

(arcctgx)' =——S VxER.
Dacad u este o functie derivabila, atunci
g __w
(arcctgu) = -0

. Derlvata logaritmica
Pentru determinarea derivatei unei functii este mai usor si luim . la inceput . logantmul

natural al acelei functii, adica

anfeo)y =52

Asadar derivata logaritmicd a acestei functii, este

(nflx)y =L2

rixy
34 Regull de derlvare
Teoreme clasice ale anallzel matematice

Teorema lul Fermat : Fief: [} — Ro functie si xy un punct din interiorul lui D. Dacd xgeste
punct de extrem {local) al functiei f si feste derivabila in x;,, atunci

flxg)=0.
Consecintd. Daca f:1 — R este o functie derivabild pe un interval deschis /. atunci punctele de
extrem local ale functiei f se gisesc printre zerourile derivatei ' numite si puncte critice).
Teorema lul Rolle. Fie o functie f:|a,b] = R. Dacif este continui pe [a, b], derivabila pe
{a,b) si f{a) = f(b), atunci existi cel putin un punct c (a, b) astfel inct

21



fi{c)=0.
Consecinte. Fie f:] — R este o functie denvabili pe un interval deschis J.
LIntre doui zerouri consecutive ale functiei f se afld cel putin un zerou al derivatei f".
2.Intre doud zerouri consecutive ale derivatei f* se afli cel mult un zerou al functiei f.

Teorema lal Lagrange. Fie o functie : [a, b] — B . Daci f este continud pe [a, b] si derivabila

pe (a, i), atunci existd cel putin un punct c =(a, b) astefl incit
f(b) - fla) = (b—a)f'(c).
Consecinte.

I.Dacd o functie derivabild are derivata nuld pe un interval. atunci ea este constanta pe acel

interval.
2.Doud functii derivabile care au derivatele egale pe un interval diferd printr-o constanta.
3.Fe f o functie derivabild pe un interval f. Daca
filx) =»0,(vixel,
atunci f este strict crescatoare pe J. Daca
fix)<0,(vxel
atunci f este strict descrescitoare pe J.

4.Fie o functie f:/ — R, | interval x; € I. Dacd f este continud pe [, derivabila pe I'\{X;} 2

existd
xll-“x-if (x)=1€R,
atunci f are derivabili in x, 51

Filaxg)=1.

Teorema lul Darboux. Daca f:/ — R este o functie derivabild pe un interval 1, atunei derivata

sa f are proprietatea lui Darboux pe I,

22



Regulile Iul I'Hospital.

Cazl E. Fie I un interval. x punct de acumulare al lui ! si f, g doud functii definite pe [\ {x;]}.
Daca

(@) lim f(x) = lim g(x) = 0;
(ii)f si g sunt derivabile pe I'{xg};
(iif) g(x) = 0,g'(x) = 0, (v)x € Nxa):

. RPTRR - & =
(i) existd }Ln;ug'{x] =1,

atunci existd si limita

lim L)

XX, glx)’

egald tot cu [.

Cazul E . Fie I un interval, x punct de acumulare al lui I si f, g doud functii definite pe I \{xg}.

Daca:
(i) JL‘}LS[I] = +on;
(i}f si g sunt derivabile pe M\{x,};
(iii)g'(x) = 0, (¥)x € Nxa}h:

: RPN 4 - ) S
i) existd lim =L
{ ] X—Fr.ug'lrﬂ

atunci exista si limita

ft3]

lim ;;. egald tot cu L.

x—+xg &
3.5 Rolul derivatel a doua in studiol functiilor
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Fie f o functie de doud on derivabild pentru un interval I. Daca "(x) = 0, (¥)x € [, atunci f
este convexd pe [. Dacid f"(x) < 0, (¥)x € I, atunci f este concavid pe [.

Fie f:D) — R o functie de doua derivabila pe D si x, € D. Dacé existd a, b € D astfel incit
Na <xp =< b;
2) F{xp = 0;

3) ff<Opelaxg) si f">0 pe {xg b) sau invers (adicd f">0pe(ax) s f<
0 pe (xg ,b). atunci x;p este punct de inflexiune pentru f.



Capitolul 1V

PRIMITIVE

4.1 Notiunl introductive

in orice curs de Analizi matematic acest capitol urmeaza celui care se referd la derivate.
Este deci util si fie bine cunoscut acesta din urmé si evident celelalte capitole ce-l preced pe cel

numit derivate.

Semnalam, aici, o practicd des utilizatd in randul matematicienilor, care se referd la
anumite expresii ca: este evident, se vede usor, se stie ci, se giseste usor, este bine cunoscut, ete.
si care pentru cititorul obisnuit trebuie si insemne: reflecteaza. Notiunea de primitivi legati intre
cele doud concepte fundamentale ale Analizei matematice, derivata si integrala.

Integrarea este consideratd ca operatie inversa (intr-un anume sens) a deriviril. Propunem

in continuare un exemplu de operatii inverse pentru a ilustra unele caracteristici ale acestora.
Exemplu
Fiind date doud numere reale oarecare a, b, atunci se poate calcula suma lor astfel:
s=a+bh

Invers. se pot determina perechile de numere a,b € R? cu suma 5 cunoscuti. Existi o
infinitate de astfel de cupluri (sunt situate pe o dreaptd de ecuatie x + v = 5). Deci in acest caz

problema are o infinitate de solutii. $1 exemplele pot continua.



4.1 Metode de caleul al pimitivelor
4.2.1 Metoda Integraril prin parti

O primd metodd ce permite calcularea integralelor unor functii date este oferiti de

infegrarea prin parti. Are loc urmétorul rezultat important:

Teorema: Daca f,g:/ — R ( /interval) sunt functii derivabile continue, atunci functiile f*- g
sif-g

admit primitive si multimile lor de primitive sunt legate prin relatia:

[ rg iz = feogto - [ rmee dx
4.2.2 A doua metoda de schimbare de variabila:

Teoremd: Fie, |, [ intervalele din R si [ fr_}' LR doui functil cu urmatoarele proprietiti:

1} ¢ este bijectiva derivabild cu pix)=0v¥x €1
2y functia h = (f + )¢ adminte primitive (fie H o pnmitivi a sa).
Alunei:

a) functia f admite primitive
b} functia H = @~ este o primitivé a lui f. adica

[ Flx)ydx = (H+ ™" )(x) +C.

4.2.3 Integrarea functillor ratlonale
Definitie: O functie f:1 — R, [ interval, se numeste rationala

B
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unde P, ) sunt functii polinominale cu coeficienti reali s1 J(x) = 0,vx e[

Descompunerea functillor ratlonale in functil ratlonale simple

Definitie: O functie rationald se numeste simpla daca are una din formele:
Df(x) = a, 2" +a,_*"" 4 .......;,x + a, (functia polinominali)
2)f(x) = ﬁ .MEN",x €l € (—m,a)saul c (a,=)

B x4C

w® R
m,i’lE.[,ﬁ —4c <D

3) flx)=

Unmitoarea teoremd de algebra este fundamentala pentru integrarea functiilor rationale.

Teoremd. Orice functie rationald poate fi reprezentatd sub forma unei sume finite de functii

rationale simple. Mai precis, daca
Q) =(x—a)) " (x—a)" .....(x—ag)% (FP—bx+c) ... (¥ +bx+cT),
unde

b? —4c; <0,i=T,q,

atunci,
P(x)
flx) = e
Q(x)
= A :'I _mweny
L“‘H-E*f 1 .t—n.+|:r —ay )t i (I—-ﬂx_l‘“" .I:J+bkx+c.

gl
By et

unde L este o functie polinomiald cu coeficienti reali. iar p,g € M", uk,ﬁg,cAi,EL,fﬁlsum

numere reale b — 4c,=0.
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Capitolul V
Aplicatii Mathematica

in acest capitol am dezvoltat cu ajutorul programului Maihematica aplicatii care rezolva
diferite probleme §i exercifii de analizd matematica scolard. Aceste aplicatii pot fi introduse la
clasd in lecyii aplicative, favorizind o mai bund injelegere de citre elevi a notiunilor studiate,
reprezentind totodatd o metodd modemd de predare a analizei matematice ce completeazi
metodele clasice.

5.1 Limite. Aplicatil

1. Limita functiel polinomiale
al iirr}{—irz +2x +5)
hi IJ'lErfJﬂ{—E.'f:1 —x¥)
ol Iﬁi_nm{.r“ +5)

2. Limita functiel rationale

]
a) lim f*43)
X7

. 3xf-7x-30

b m—————
4 r—oo 21x* +14x-135
3 Hom 3x%-7x-10
EF e 212 +14%—35
o Ax?-7x-30

dl lim ————
r—son 21xT+14x-135

3. Limita functiel radical

al i!_l’.ﬁ\"'f

b limvx 41
F—sia

ab lim ¥x
Y ==

4. Limita funtiel exponentiale

a) lim(2)y*
x-=32
el

b lime)

G lim (5

o Mlm G

d) lim 4%
X -0

e lim2*
¥—=3



A lim 5%

X-+—00
Limita funtiel logaritmice
a) limlog. x

X—=3 T

X080

bt lim log. x
r 4
o) i!_]:rg Ea-g%x
{} lim log, x
a) tmlogs
4 lim
e limlog, x
A liminx
X =i
Limitele functillor trigonometrice directe
al lim sinx
X—=0
bl lim cosx
x—1
) i!_]:rg tgx
) iﬂﬂgx
4
Limitele functiflor trigonometrice inverse

a) lim arcsinx
F—1

b lim arccosx
X—=—1

o) limarctgx
tj Xl g

ol Jit im arcctgx
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5.2 Derivate. Aplicatil

flx) =32 +Vx +5 +log; x
flx) = sin(2x 4+ 1) + cos(2x — 1)
flx) =x%—Inx + ¥

flx) =tgx 4 cosx

f(x) = arcctgx

A o Ll Pl

simfu - S
T

g s+ B8
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5.3 Integrale. Aplicatil

L. ‘I';—J-ei dx
L [x?cosxdx

L [x3WTHxT dx

xi-x+2

Ll - e

5, .]'qu,l':ff —1dx
X

(i} Edl’
Axrf+12x411

7 Ir=‘+ﬁxi+1lx+ﬁ
4 2x+5

B -r (x+1)®

9, [xsinxdx
2x+l

10. Irl+x+3

1L [(x* 4 x4 D)e¥dx

12. [xInxdx

13. [vx? - 9dx

14, - dy
14+costy

rostx
15. [ i;a;;‘iix
I 2xi46x46

[+1)(x* +5x+6)

17, 25

(x+1)?
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Concluzii

Lucrarea de fatd isi propune abordarea rezolvarii unor problem clasice de analizi matematici

prin aplicatii inovative, cum ar fi programul Mathematica.

Lucrarea este constituitd din cinci capitole, primele patru tratind partea teoreticd, iar cel din

urmad, partea aplicativa.

in primele capitole ale lucrdrii sunt prezentate notiuni de bazi referitoare la elemente de analiza
matematici, iar in al cincilea sunt abordate aplicatii ale unor exercigii 51 probleme de analiza

matematica scolara, rezolvate prin intermediul programului Mathematica.

Avind in vedere dezvoltarea din ce in ce mai rapida in materie de tehnologie informaticd si a
interesului pe care aceasta il trezeste copiilor. optarea pentru utilzarea acestor aplicatii modeme
vine in sprijinul actului educational si implicit in dezvoltarea eficientd a invatani.

Partea teoreticd a lucririi este sustinuta de exemple care isi propun sa intireascd si sd evidentieze

aplicabilitatea temei abordate.

Consider ca de-a lungul timpului tehnologia si-a facut simiita prezenta tot mai mult, iar prin
intermediul programului Mathematica reusim si abordim rezolvarea multor probleme provenite
de stiinta, iar elevii reusesc sd perceapd matematica si dintr-un alt unghi. un mare avantaj fiind

graficele pe care le putem realiza cu ajutorul acestul programului pentru o multitudine de funetii.

in incheiere amintesc faptul cid programul Mathematica este un software pentru calcul
matematic. Prin intermediul acestui program se poate efectua atit caleul numeric, cdt si simbolic.
Rezolvd ecuatii algebrice si diferentiale, caleuleazi derivate, primitive si integrale definite, sume
si produse, serii de functii. Executd diverse operatii asupra matricelor, factorizeazd polinoame,
analizeard date. deseneazd grafice si animatii. De aceea. el poate fi introdus cu succes ca metoda

modern de invatare in matematica scolara,
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